
Mathematik 11
Name:

Datum:

Quadratische Ergänzung I: von der Normalform zur Scheitelpunktform

Merke: Quadratische Ergänzung (a = 1)
Aus der Normalform f(x) = x² + px + q wird die Scheitelpunktform f(x) = (x − d)² + e – in vier 
Schritten:
1.  (p/2)² bilden: Hälfte von p, dann quadrieren.
2.  (p/2)² addieren und sofort wieder subtrahieren – der Term bleibt gleich.
3.  Binomische Formel rückwärts: x² + px + (p/2)² = (x + p/2)².
4.  Restliche Zahlen zusammenfassen, S(d | e) ablesen.
Vorsicht beim Ablesen: (x + 2)² bedeutet d = −2.   Probe: Klammer wieder auflösen.

Beispiele
B1  Normalform → Scheitelpunktform
Aufgabe: Bestimmen Sie den Scheitelpunkt von f(x) = x² − 6x + 11.
Gegeben: f(x) = x² − 6x + 11   Gesucht: Scheitelpunktform, S
Ansatz: p = −6, also (p/2)² = (−3)² = 9 ergänzen

f(x) = x² − 6x + 11 | + 9 − 9 ergänzen
= x² − 6x + 9 − 9 + 11 | binomische Formel

= (x − 3)² − 9 + 11 | zusammenfassen

= (x − 3)² + 2

f(x) = (x − 3)² + 2    d = 3 und e = 2    S(3 | 2)⇒ ⇒
Antwort: S(3 | 2). Probe: (x − 3)² + 2 = x² − 6x + 9 + 2 = x² − 6x + 11 
– stimmt.

B2  Stückkosten – wann ist es am günstigsten?
Aufgabe: Die Kosten je Stück in einer Werkstatt hängen von der Stückzahl ab: K(x) = x² − 8x + 20 (x: Stückzahl in 
100 Stück, K(x): Kosten je Stück in €).

a) Bei welcher Stückzahl sind die Kosten je Stück am geringsten, und wie hoch sind sie dann?
b) Wie hoch sind die Kosten je Stück bei 100 Stück (x = 1)?

Gegeben: K(x) = x² − 8x + 20   Gesucht: a) S (tiefster Punkt), b) K(1)
Ansatz: a) quadratisch ergänzen mit (−4)² = 16; b) x = 1 einsetzen

a) Scheitelpunkt bestimmen:
K(x) = x² − 8x + 20 | + 16 − 16 ergänzen

= x² − 8x + 16 − 16 + 20 | binomische Formel

= (x − 4)² + 4

K(x) = (x − 4)² + 4    d = 4 und e = 4    S(4 | 4)⇒ ⇒
b) K(1) berechnen:

K(x) = x² − 8x + 20 | x = 1 einsetzen
K(1) = 1 − 8 + 20 = 13

Antwort: a) Bei 400 Stück sind die Kosten je Stück mit 4 € am geringsten. b) Bei 100 Stück kostet jedes Stück 13 €.

Mitmachen
a) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt von 
f(x) = x² − 2x + 5.

b) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt von 
g(x) = x² + 10x + 21.



Übungen

  1★   Ergänzen Sie zum vollständigen Quadrat und schreiben Sie als Binom.
a)  x² + 6x + ___ = (x + ___)²        b)  x² − 4x + ___        c)  x² + 2x + ___        d)  x² − 10x + ___

  2★   Bestimmen Sie die Scheitelpunktform und den Scheitelpunkt S.
a)  f(x) = x² − 8x + 12        b)  f(x) = x² + 6x + 2        c)  f(x) = x² − 3x + 1

  3★★   Gegeben ist f(x) = x² − 6x + 9.
a) Bestimmen Sie die Scheitelpunktform und S.
b) Was ist an diesem Scheitelpunkt besonders? Skizzieren Sie den Graphen.

  4★★   Lea rechnet: f(x) = x² − 12x + 37 = (x − 12)² + 37. Finden Sie den Fehler, rechnen Sie richtig 
und machen Sie die Probe.

  5★★   Ein Versandhändler hat ermittelt: Die Kosten je Paket betragen K(x) = x² − 20x + 105 (x: 
Anzahl der Pakete pro Tag in 100, K(x): Kosten je Paket in Cent).

a) Fertigen Sie eine Skizze an und markieren Sie den tiefsten Punkt.
b) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt S.
c) Bei wie vielen Paketen pro Tag sind die Kosten je Paket am geringsten? Wie hoch sind sie dann?

  6★★★   Gegeben ist f(x) = x² − 2x − 8.
a) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt S.
b) Berechnen Sie f(−2) und f(4). Was bedeutet das Ergebnis für den Graphen?
c) Begründen Sie mit S, warum der Graph die x-Achse in genau zwei Punkten schneidet.


